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第4单元 数学工具
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• 第13章 数学形态学：二值

• 第14章 数学形态学：灰度

• 第15章 图象识别

数学及其他学科理论和工具的支持

数学形态学表示以形态为基础对图象进
行分析的数学工具

操作对象可以是二值或灰度图象

图象模式识别（简称图象识别）

第4单元 数学工具
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第14章 数学形态学：灰度

• 初期数学形态学方法仅可应用于二值图象

• 需将灰度图象先进行二值化

• 上世纪七十年代末八十年代初人们开始研究

灰度形态学，使得数学形态学方法可应用于

各种灰度图象（及彩色图象）

• 推广到更一般的概念——图象代数。图象代

数可将各种形态学嵌在其内，而且还比形态

学包含更多的集合运算和操作



第5页第14讲 章毓晋 (TH-EE-IE) ZHANG YU JIN

14.1 灰度图象的排序

14.2 灰度形态学基本运算

14.3 灰度形态学组合运算

14.4 灰度形态学实用算法

14.5 图象代数

第14章 数学形态学：灰度
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14.1 灰度图象的排序

 对灰度图象讨论数学形态学的方法时不仅要

考虑空间位置还要考虑灰度值的大小

 以1-D的信号为例讨论（易推广到2-D图象）

 一个信号 f (x)的支撑区 /定义域为

 如果对所有的 x 都有g(x) ≤ f (x)，就说 g(x)在

f (x)的下方，并记为 g  f

 [ ]  : ( )D f x f x  
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14.1 灰度图象的排序

 当且仅当D[g]  D[ f ]且 x属于两个信号的共

同支撑区，即也有 x  D[g]时，才能有g  f

• 图(a)中g(x)在不在 f (x)的下方 ?

• 图(b)中g(x)在不在 f (x)的下方 ?

• 图(c)中g(x)在不在 f (x)的下方 ?

例

D[g]  D[ f ] 

g(x) > f (x)

g  f
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14.1 灰度图象的排序

 二值信号：交集和并集操作

 灰度信号：最小和最大操作

 两个信号 f (x)和g(x)的最小值记为( f  g)(x) 

• 如果 x  D[ f ] ∩ D[g]，那么( f  g)(x)是 f (x)和g(x)

的最小值，否则( f  g)(x) = –

 两个信号 f (x)和g(x)的最大值记为( f  g)(x)   

 ( )( ) min ( ), ( )f g x f x g x 

 ( )( ) max ( ), ( )f g x f x g x 
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• 如果 x  D[ f ] ∩ D[g]，那么( f  g)(x)是 f (x)和g(x)的

最大值，否则( f  g)(x) = –

• 如果 x  D[ f ] – D[g]，那么( f  g)(x) = f (x)

• 如果 x  D[g] – D[ f ]，那么( f  g)(x) = g(x)

• 如果 x  D[ f ] D[g]，那么( f  g)(x) = –

例

 反射（reflection）/ 映像：

14.1 灰度图象的排序

对偶

ˆ( , ) ( , )f x y f x y  
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这里运算的操作对象不再看作集合而看作图象

函数：f (x, y)是输入图象，b(x, y)是结构元素（图象）

14.2.1 灰度膨胀和腐蚀

14.2.2 灰度开启和闭合

14.2.3 灰度基本运算性质

14.2 灰度形态学基本运算
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1. 灰度膨胀

Df和Db分别是 f 和 b 的定义域

与2-D卷积的形式很类似，区别是这里用最大

（运算）替换了卷积中的求和/积分（运算），用

加法替换了卷积中的相乘

膨胀灰度图象的结果是：比背景亮的部分得

到扩张，而比背景暗的部分受到收缩

14.2.1    灰度膨胀和腐蚀

( )( , ) max{ ( , ) ( , ) ( , ) [( ), ( )] }f bf b s t f x y b s x t y x y D s x t y D       和
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2. 灰度腐蚀

Df和Db分别是 f 和 b 的定义域

与2-D相关的形式很类似，区别是这里用最小

（运算）替换了相关中的求和/积分（运算），用

减法替换了相关中的相乘

腐蚀灰度图象的结果是：比背景暗的部分得

到扩张，而比背景亮的部分受到收缩

14.2.1    灰度膨胀和腐蚀

( ) ( , ) min{ ( , ) ( , ) ( , ) [( ),( )] }f bf b s t f x y b s x t y x y D s x t y D      和
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14.2.1    灰度膨胀和腐蚀

3. 灰度膨胀和腐蚀的对偶性

膨胀和腐蚀相对于函数的补（补函数）和映

像也是对偶的

函数的补定义为 f c(x, y) = – f (x, y)

函数的映像定义为 (x, y) = b (–x, –y)

{P. 346，例14.2.6：另一种推广方法}

c c ˆ(  )f b f b 

c c ˆ( )f b f b 

b̂
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14.2.2    灰度开启和闭合

 用b（灰度）开启 f ：

 用b（灰度）闭合 f ：

灰度开启和闭合的对偶性

利用 f c(x, y) = – f (x, y)

( )f b f b b 

( ) f b f b b  

   c c ˆf b f b    c c ˆf b f b 

   ˆf b f b      ˆf b f b  
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14.2.3    灰度基本运算性质

{对比表13.2.2}
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14.3 灰度形态学组合运算

1. 形态梯度

形态梯度能加强图象中比较尖锐的灰度过渡区

形态梯度 索贝尔梯度

( ) ( )g f b f b  
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14.3 灰度形态学组合运算

2. 形态平滑

先对图象开启然后再闭合（对照(13.4.1)）

这2种操作的综合效果

是去除或减弱亮区和

暗区的各类噪声

（对照图13.4.1）

( )g f b b 
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14.3 灰度形态学组合运算

3. 高帽变换和低帽变换

高帽变换使用上部平坦的柱体或平行六面体

（像1顶高帽）作为结构元素

可增强图象中亮区的细节（亮目标在暗背景上）
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14.3 灰度形态学组合运算

3. 高帽变换和低帽变换

低帽变换使用下部平坦的柱体或平行六面体

（类似将高帽的帽顶冲下放置）作为结构元素

实际中，仍可使用上部平坦的柱体或平行六

面体（与高帽变换相同）作为结构元素，但将操

作改为先用结构元素对原图象进行闭合，再从结

果中减去原图象

可增强图象中暗区的细节（暗目标在亮背景上）
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14.3 灰度形态学组合运算

4. 形态滤波器

非线性信号滤波器，它通过形态变换来局部
地修改信号的几何特征

开启有些像非线性低通滤波器，但只允许大
的结构通过而能去除小的结构
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14.3 灰度形态学组合运算

4. 形态滤波器

筛滤波器：一种允许尺寸在某个窄范围内的

结构通过的形态滤波器

例：提取尺寸为n  n个象素的亮点状缺陷

第1项将尺寸小于n  n的所有亮结构除去，第

2项将尺寸小于(n – 2) (n – 2)的所有亮结构除去

将上两项相减，得到的结果中留下了其尺寸在

n  n和(n – 2) (n – 2) 之间的亮结构

( 2) ( 2)( ) ( )n n n nf b f b   
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14.3 灰度形态学组合运算

5. 软形态滤波器

对加性噪声比较不敏感，对需滤波目标的形

状变化也比较不敏感

可以在加权排序统计的基础上定义

用结构系统替换结构元素

结构系统[B, C, r]包括3个参数：有限平面集合

B和C，C  B，及满足1 ≤ r ≤ |B| 的自然数r。集合

B称为结构集合，C是它的（硬）中心，B  C 给出

它的（软）轮廓，而 r 是它的中心的阶数

集合B中

元素个数
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14.3 灰度形态学组合运算

5. 软形态滤波器

软膨胀

重复操作：{1, 1, 1, 2, 3, 3} = {3◊1, 2, 2◊3}复合集

软腐蚀

[ , , ]( )  

{ ( ): } { ( ): ( ) }x x

f B C r x

r f c c C f b b B C r

 

   复合集 的第 个最大值

[ , , ]( )

{ ( ): } { ( ): ( ) }x x

f B C r x

r f c c C f b b B C r



   复合集 的第 个最小值
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14.4 灰度形态学实用算法

1. 背景估计和消除

• 开启操作可将比背景亮且比结构元素尺寸小

的区域除去

• 选取合适的结构元素进行开启可使图象中仅

剩下对背景的估计

• 从原始图中减去对背景的估计就可将目标提

取出来

f f b 背景消除 （ ）

f b背景估计
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14.4 灰度形态学实用算法

2. 边缘的形态检测

形态边缘检测器不会加强或放大噪声

• 基本的形态梯度

！给出的边界有两个象素宽

1grad ( ) ( )f b f b  

(a) (b) (c) (d)
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14.4 灰度形态学实用算法

2. 边缘的形态检测

• 获得较细边界的形态梯度

连续等价

离散不等价

第1式/第2式？ 另一式的图什么样？

2grad ( )f b f  

2grad ( )f f b 

(a) (b) (c)
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14.4 灰度形态学实用算法

2. 边缘的形态检测

• 对孤立噪声点不敏感的形态梯度

• 适用于理想斜面边缘

• 检测不出理想阶梯边缘

• 基于模糊图象的形态梯度（4-邻域圆柱模板）

3grad min{[( ) ],[ ( )]}f b f f f b   

( , ) [ ( , ) ( 1, ) ( , 1) ( 1, ) ( , 1)]/5h i j f i j f i j f i j f i j f i j        

4grad min{[( ) ],[ ( )]}h b h h h b   
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14.4 灰度形态学实用算法

3. 聚类快速分割

• 条件膨胀

在条件 X 的情况下用 b 膨胀 f

• 反复条件膨胀

{b}代表迭代地用b膨胀 f 直到不再有变化

; ( ) f b X f b X  

{ }; [[[( ) ] ]  ]  f b X f b X b X b    
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14.4 灰度形态学实用算法

3. 聚类快速分割

• 最终腐蚀

重复腐蚀一个目标直到它消失，此时保留这

之前最后一步的结果（也称为目标的种子)

令 fk = f  kb，b是单位圆，kb是半径为k的圆

• 三个步骤：
1( { });k k kU f b f  k k kg f U 

1,

  k
k m

g g


 （最终目标集合）
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14.4 灰度形态学实用算法

3. 聚类快速分割

(1) 用单位圆形结构元素b迭代地腐蚀原始图象 f

   1, ,    { : }k mf f kb k m m f  其中

S1=(a)–(d)

S2=(c)–(f)

S3=(e)
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14.4 灰度形态学实用算法

3. 聚类快速分割

(2) 最终腐蚀各个 fk并从 fk中减去腐蚀的结果

用图(a)限定并用b迭代地膨胀图(c)就可得到图(d)

将图(d)从图(a)中减去，得到第一个种子，……

(3) 从各个种子出发借助下式可恢复回原来各区

域的完整尺寸

1( { }; )k k k kg f f b f  

( 1) 1     kU g k b k m    到
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14.4 灰度形态学实用算法

4. 水线分割

(1) 产生距离图

将较大的值赋予较远离背景的目标象素（与
距离成正比）就可得到一幅距离图

为用形态学方法产生距离图，可迭代地腐蚀
二值图，在每次腐蚀后将所有剩下象素的值加1
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14.4 灰度形态学实用算法

4. 水线分割

(2) 计算最终腐蚀集合Yk（与聚类快速分割相同）

(3) 从种子开始生长并恢复原尺寸但不使各区域

相连（使用条件粗化，12个结构元素）
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14.4 灰度形态学实用算法

4. 水线分割

种子生长示例

① 将最后两个种子结合

（使用击中击不中变换）

② 将结构元素的零象素与

水线运算的结果匹配

以避免生长的区域相连

③ 求水线运算的结果和

一幅条件图象的交集
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14.4 灰度形态学实用算法

5. 纹理分割

(b)先用一系列逐步增大的圆形结构元素依次

去闭合原始图，(c)再选用一个比大圆之间的间隙

要大的结构元素进行一次开启 灰度阈值化
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14.5 图象代数

 图象代数是一个比较大的概念

＝ 数学形态学 ＋ 卷积一类的线性处理技术

 图象代数可看作是一种为表示图象处理算法

而设计的高级语言，提供通用的数学环境

 已经证明用图象代数编写任何图象处理程序

在理论上都是可能的

 图象代数本质上是并行的

 图象代数的一个不足之处是，它的表达方法

对人们直观理解算法的帮助不大？
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14.5 图象代数

1. 图象运算

• 记R为实数集合，X为图象的定义域

• 一幅实值图象a定义为：

• a和b是具有相同定义域X的两幅实图象

{[ , ( )]: } a x a x x X

{[ , ( )]: ( ) ( ) ( ),   }     c a b x c x c x a x b x x X

{[ , ( )]: ( ) ( ) ( ),   }     c a b x c x c x a x b x x X

{[ , ( )]: ( ) ( ) ( ),   }    c a b x c x c x a x b x x X
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14.5 图象代数

1. 图象运算

• 任何定义在R上的函数都可用实图象作为其

变量导出，导出函数可用对图象值进行点操

作实现

 特性函数

• 将特性函数用于一幅实图象产生一幅二值图

象（这是一个取阈值操作）

( ) {[ , ( )]: ( ) [ ( )],   }f f   c a x c x c x a x x X

( ) {[ , ( )] : ( ) 1  ( ) ,   ( ) =0}T   a x c x c x a x c x，如果 否则s S
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14.5 图象代数

2. 模板与形态结构元素

• 模板结合了一般常说的模板、掩模、窗以及

邻域操作，所以它的概念与数学形态学中的

结构元素有所不同

• 在数学形态学中原始图象和结果图象的定义域

是相同的，而在图象代数中并不一定相同

• 模板是一组图象

{图14.5.1}{[ , ( )]: } y yt x t x x X
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14.5 图象代数

3. 图象和模板间的操作

实模板的支撑

• 广义卷积

• 加性极大

• 乘性极大

( ) { : ( ) 0} y yZ t x t xX

( )

{[ , ( )] : ( ) ( ) ( ),     }


    
y

y
x tZ

a t y b y b y a x t x y Y

( )
{[ , ( )] : ( ) max [( ( ) ( )) : ],    }


     

y

y
x tZ

a t y b y b y a x t x x yX Y

( )
{[ , ( )]: ( ) max [( ( ) ( )): ],   }


     

y

y
x tZ

a t y b y b y a x t x x yX Y
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14.5 图象代数

4. 图象代数算法

• 局部平均

• 膨胀和腐蚀

• 开启和闭合

• 击中击不中变换

( )

1
( ) ( )

n n 





yx tZ
c y a xa  t

a  t a  t

(a  t*)  t (a  t )  t* 

   c * a t a t

对偶
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