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章毓晋

清华大学电子工程系 100084  北京

图象工程（下）

（第4版）
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第1单元采集表达

第2章摄象机成象

 第3章压缩感知与成象

第4章深度信息采集

第5章3-D景物表达

 从图象出发，认识和理解世界

需要获得能反映场景内容和本质的图象

需要用尽少的采样精确地重构原信号

需要采集含有全面立体信息的图象

需要有对3-D空间景物的3-D表达方法
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第3章 压缩感知

3.1 压缩感知概述

3.2 稀疏表达

3.3 测量矩阵及特性

3.4 解码重构

3.5 稀疏编码与字典学习

3.6 压缩感知的成象应用
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3.1 压缩感知概述

压缩感知的3个关键处理步骤：

（1）稀疏表达：判断信号是否具有稀疏性是

实现压缩感知的前提

（2）测量编码：对信号进行测量/观测，从而

得到感知测量值，即进行测量编码。测量矩阵是压

缩感知理论能否成功实现的关键

（3）解码重构：运用压缩测量的低维数据

（感知测量值）精确地重构高维原始信号。这是压

缩感知模型求解的保证，也是压缩感知的核心部分
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3.1 压缩感知概述

压缩感知的流程框图

第一行的3个框：压缩感知的3个关键处理步骤

第二行的3个框：实现压缩感知要完成的3个工作
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3.2 稀疏表达

1. 矢量空间

矢量x的范

数Lp（p 1）

L1 L2 L∞ L1/2

拟范数
（p <  1）

L0
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3.2 稀疏表达

2. 基和框架

考虑矢量集 = {i}，i = 1, 2, , N，如果其
中的矢量可以生成矢量空间V = RN，而且矢量i之
间是非线性相关的，则可以称为有限维矢量空间
V中的基

标准正交集就是一种特殊的基：矢量集 =
{i}，其中所有矢量之间是正交的且每个基的范数
都为单位1，即 T = I

对于任何属于该矢量空间中的矢量x，可以很
容易地计算出系数a，即a =  Tx
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3.2 稀疏表达

2. 基和框架

把基的概念推广到一些可能线性相关的矢量集
就形成列框架，即矢量集 ={i}i

N
=1且iRd，其中

d < N，相当于矩阵 RdN，对所有矢量x Rd满
足

如果L被选为使这个不等式成立的可能存在的
最大值，R被选为使这个不等式成立的可能存在的
最小值，则把它们称为无框架界。如果L = R，则这
个框架称为紧框架。如果 是一个有限维矩阵，则
L和R分别对应 T的最小特征值和最大特征值
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3.2 稀疏表达

3. 稀疏性表达

为了更精炼地表达一个信号，可以把信号变换

到一个新的基或框架下，当非零系数的个数远远少

于原始信号的项数时，可以把这些少量的非零系数

称为原始信号的稀疏性表达

在稀疏性表达中，常把基或框架称为字典或过

完备字典，而把其中的矢量元素称为原子

从数学的角度看，当信号x中最多有K个非零的

值时，称信号x是K稀疏的，即||x ||0  K，可以采用

K = {x : ||x ||0  K}来表示所有K稀疏信号的集合
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3.3 测量矩阵及特性

3.3.1 采样/测量模型

3.3.2 测量矩阵特性
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3.3.1 采样/测量模型

根据压缩感知的原理，通过一个测量矩阵F获

取对x的M个线性观测/测量。F是一个固定的M N
矩阵，一般有K < M << N
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3.3.1 采样/测量模型

对本身并不稀疏的信号，可通过将其变换到一
个新的基或框架下而使其表现出稀疏特性

如x在 中体现出稀疏性，即x = z，则可合
并F和
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3.3.2 测量矩阵特性

1.零空间及其特性
对一个矩阵F，其零空间可定义为N (F )

对任意稀疏信号x，如果希望基于测量值y=
F x无失真地重建该稀疏信号x，则对任意两个矢量

x和x K = {z: ||z ||0  K}，一定有F x = F x，由此

得到F (x – x) = 0，其中x – x = h   2K

用矩阵F可以唯一地表达x的充分必要条件是

F的零空间N (F )不含有任何 2K中的元素，即

N (F )与 2K的交集是空集
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3.3.2 测量矩阵特性

1.零空间及其特性

假设S  {1, 2, ……, N}是一个索引集的子集，

SC = {1, 2, ……, N}\S是其相应的补集，则矢量xS表

示长度为N的矢量，且这个矢量中所有下标属于集

合SC的元素都被设为0。类似地，矩阵F S表示长度

为M  N的矢量，且其所有下标属于集合SC的列矢

量都被设为零矢量

矩阵F满足K阶零空间特性：存在一个常数C
> 0，使得右式对所有hN (F )
和所有|S |  K的S都成立
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3.3.2 测量矩阵特性

2.约束等距特性

零空间特性是确保重建的必要条件

当测量值有噪声或在量化时引入误差时，需要

讨论更为严格的重建条件

如果存在dK  (0, 1)，使得

对所有xK{x: ||x ||0  K}都成立，则称矩阵F满足

K阶约束等距特性，dK称为矩阵F的约束等距常数

（dK是对所有K阶稀疏矢量x均满足的最小常数）
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3.4 解码重构

3.4.1 重构原理

3.4.2 测量矩阵的校准

3.4.3 典型重构算法
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3.4.1 重构原理

1. 基本重构模型

假设矢量x RN是一个长度为N的稀疏信号，

测量矩阵F : RN  RM已知，要基于很少的测量值

y  RM，M < N重建原始目标信号x

原始目标信号在某个正交变换域或F中，x = F z
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3.4.1 重构原理

1. 基本重构模型

一个组合优化问题，也是一个NP难题

可采用凸的L1范数来近似非凸的L0范数，把组
合优化问题转化为凸优化问题

当测量值没有噪声时，得到如下基本追踪表达
式：

当测量值存在少量有界噪声时，得到如下基本
追踪去噪表达式：
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3.4.1 重构原理

2. 无噪声稀疏信号重构

考虑一个更为通用的无噪声稀疏信号重构问题

其中，B(y)确保x与测量值y保持一致，{x: F x = y}

可以证明，当xK = {x: ||x ||0  K}时，如果F
满足约束等距特性，则只要O(K ln(N/K))个采样值

就可以无失真地重建任何包含K个非零元素的目标

信号x，而不需考虑这K个非零元素具体如何分布
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3.4.1 重构原理

3. 有噪声稀疏信号重构

考虑一个通用的、存在噪声污染情况下的稀疏

信号重构问题

其中，B(y)确保x与测量值 y保持一致。B(y)可有

多种选择，下面两种情况重构都是有界的

（1）有界噪声污染信号的重构

（2）高斯噪声污染信号的重构
{P.64}
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3.4.2 测量矩阵的校准

如测量矩阵本身存在噪声，则要考虑校准问题

(1) 忽略这个问题，这有可能明显影响重建精度

(2) 把由非精确测量矩阵带来的影响当作噪声

(3) 监督校准：利用已知训练信号：x1, x2, , xl,

, xL和相应的测量值yl = Φlxl + el

优化Φ以使
||Y – ΦX||最小
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3.4.2 测量矩阵的校准

如测量矩阵本身存在噪声，则要考虑校准问题

(4) 非监督校准：盲校准

无须已知的/用于训练的稀疏信号

把未知的训练信号矢量x1, x2, , xl表述成矩阵

X，基于已知精确的测量矩阵Φ0和多组观测矢量y1,

y2, , yl形成的矩阵Y，通过一定的方法可以确定增

益矩阵D和X

{P.65}

第23页第3讲 章毓晋 (TH-EE-IE) ZHANG YU JIN

3.4.3 典型重构算法

1. 重构要考虑的因素

(1) 先验信息：如信号稀疏、全变分信息

(2) 测量值数量：要求尽可能少

(3) 抗噪声鲁棒性：无论测量值包含噪声或测

量系统本身具有系统噪声

(4) 重构速度：占用较少计算资源

(5) 稳定性：采用L1范数最小化

多数重建算法可成4大类，包括凸优化算法，
贪婪算法，组合算法，贝叶斯算法
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3.4.3 典型重构算法

2. 凸优化算法

基本思路：用凸函数代替L0范数，并在一个

RN空间中的凸集里去优化关于未知变量x的凸目标

函数J(x)

这类算法重构精度高，需要的测量数据比较

少，约为O(K log(N/K))；但计算速度慢，计算复杂

性约为O(N3)

假设J(x)是一个能促进稀疏性的（即当目标信

号x很稀疏时，J(x)的值很小）且凸的代价函数
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3.4.3 典型重构算法

2. 凸优化算法

在测量值没有噪声时

在测量值有噪声时

改写成没有约束条件的形式

常用：

惩罚代价函数
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3.4.3 典型重构算法

3. 贪婪算法

稀疏信号重构是基于线性测量值y来重构出最

具稀疏性的目标信号x，即重建出非零个数最少的

目标信号x

I  {1, , N}，表示一个索引集（对应支撑集）

这类算法的复杂度大多是由找到正确索引集所

需要的迭代次数所决定的，计算速度一般比较快但

是需要的测量数据多且重构的精度比较低
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3.4.3 典型重构算法

4. 组合算法

基本思想：先对信号进行高度结构化采样（线

性投影），再借助组/群测试快速获得信号的支撑

集，实现精确重构

将重构问题表述成：已知长度为N的矢量x中
包含K个非零元素，xi  0，但它们的位置分布未知

特点是简单高效，要求测量值没有噪声干扰

(1) 计数-最小略图法：仅考虑非负信号

(2) 计数-中值略图法：信号为负数时也适用

{P.69}
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3.4.3 典型重构算法

5. 贝叶斯算法

基本思想：在未知信号模型的基础上考虑非确

定性因素，即考虑一个概率分布已知的稀疏信号，

从随机测量中重构符合此概率分布的信号

对具有较强时间相关性的信号可提供比其他重

构算法更高的重构精度，但并不能基于一定数量的

测量值无失真地重建原始目标信号

(1) 相关向量机

(2) 贝叶斯压缩感知 {P.70}
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3.5 稀疏编码与字典学习

设 yiRL是一个维度为L的矢量，用来表示一

共N个信号中的第i个；A = [a1, , aM]  RLN表示

原子信号矩阵，其中第 i列是维度为L的原子信号；

wiRM是一个维度为M的矢量，用来表示构成矢量

yi的原子信号的权重矢量

其中，e iRL是来自某个概率分布的未知误差；

||x || 0代表矢量x的L0范数，K是一个大于零的正整数
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3.5 稀疏编码与字典学习

3.5.1 字典学习与矩阵分解

3.5.2 非负矩阵分解

3.5.3 端元提取

3.5.4 稀疏编码
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3.5.1   字典学习与矩阵分解

如果忽略误差

这是一个矩阵乘式分解的问题

利用SVD分解

如果已知U和V都是满秩矩阵，则奇异值矩阵

D中的非零奇异值的个数对应矩阵Y的秩R(Y )

设R(Y ) = T，那么可以截掉SVD分解中各矩阵

中冗余的列，得到稍微简洁的SVD分解矩阵

瘦SVD：即URLT，DRTT，并且VRNT
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3.5.1   字典学习与矩阵分解

中是个约等号，说明有误差存在

截断SVD（tSVD）：保留若干个（设保留了T

个）最重要的奇异值，将不重要的奇异值设为零

为确定T，可根据SVD与PCA之间的关系，即

SVD的U矩阵对应PCA中的主分量，DVT就是数据

在主分量上的投影值

tSVD逼近实际上是要选取若干个主分量来重

构信号。所以，可以利用PCA中确定主分量个数的

方法来确定tSVD中的T
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3.5.2 非负矩阵分解

截断SVD （tSVD）的优化形式

两个问题：①可能有无穷多个解；②对字典信

号必须正交的要求过于苛刻

用来限定解空间的规则应满足两个条件：一个

是限定规则本身应具有物理意义；另一个是限定后

优化问题应可解  非负矩阵分解

要优化的目标

限定条件
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3.5.2 非负矩阵分解

非负矩阵分解（NMF）的优化形式

稀疏非负矩阵分解

（加入权重矩阵

的稀疏性条件）

要优化的目标

限定条件（非负）
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3.5.3 端元提取

一种字典学习方法，其两个限制条件为：一个

是权重矩阵非负；另一个是权重矩阵每一列的和必

须为1

迭代约束端元化（ICE）

{P.76}
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3.5.4 稀疏编码

寻找数据的一种字典表达方式，要使得每个数

据都可以表示成为少数几个原子信号的线性组合

含义：找到用于表示数据Y的字典，使得使用

该字典的每个数据的重建系数在一定误差允许范围

内是K稀疏的

在稀疏编码中矩阵A也是需要求解的目标之一
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3.6 压缩感知的成象应用

3.6.1 单象素相机

3.6.2 压缩感知磁共振成象
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3.6.1   单象素相机

数字微镜器（DMD）：一种借助大量微镜来

反射入射光而实现光调制的器件

微镜阵列中的每个单元都可借助电压信号控制

以分别进行正负12度的机械翻转，这样就可将入射

光分别进行对称角度的反射或完全吸收而不输出。

这样就构成来一个由1和0组成的随机测量矩阵
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3.6.1   单象素相机

利用光学透镜将场景中得到光源照射的目标投

影到数字微镜器，以对称角度反射出来的光被光敏

二极管所接收，其电压随反射光强度发生变化，量

化后给出一个测量值yi，其中每次DMD的随机测量

模式对应测量矩阵中的一行f i，如果将输入图象看

成一个矢量x，则该次测量的结果为yi = f ix

将此投影操作重复M次，则通过M次随机配置

DMD上每个微镜的翻转角度，就可获得M个测量

结果，得到y = F x，再利用总变分重构法重建
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3.6.2 压缩感知磁共振成象

磁共振成象中的扫描过程需要大量时间

基本思路：先对图象采用离散傅里叶标准正交

基进行稀疏表示，然后对得到的K空间数据进行随

机欠采样，最后通过非线性重构算法重构出图象
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3.6.2 压缩感知磁共振成象

(1) 考虑一幅N-D图象x在Ψ = {Ψ1, , ΨN}下

具有稀疏性

(2) 借助F  RMN（M << N）将图象x投影到

低维空间，得到M维的测量值y  RM：

(3) 图象x可由K空间的测量值y通过求解约束

优化问题来精确重构：
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