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第2单元 图象恢复

• 第5章 图象消噪和恢复

• 第6章 图象校正和修补

• 第7章 图象去雾

• 第8章 图象投影重建

图象恢复认为图象（质量）在某种情况/

条件下退化或恶化了，现在需要根据相应的
退化模型和知识重建或恢复原始的图象

即将图象退化的过程模型化，并根据确
定的图象退化模型对原始图象进行复原
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第8章 图象投影重建

图象投影重建的历史

 1971年：第1台CT机器建成

 1972年：公布这台机器（1973年正式使用）

 1979 年：两个发明人豪斯费尔德（ G.H.

Hounsfield）和柯马克（A.M. Cormack）获

得了诺贝尔生理和医学奖

 获得CT图象也被认为是第一次通过解决一个

属于逆问题和病态问题（inverse and ill-posed

problems）的数学问题来获得图象的成功实例
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第8章 图象投影重建

图象投影重建

 根据一个物体的投影图

重建目标图象的过程

 输入投影图 （图象处理） 输出重建图

 一类特殊的图象恢复技术

投影：退化过程

（丢失了沿射线方向的分辨能力）

重建：复原过程

（恢复了沿射线方向的分辨能力）
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第8章 图象投影重建

8.1 投影重建方式

8.2 投影重建原理

8.3 傅里叶反变换重建

8.4 逆投影重建

8.5 迭代重建

8.6 综合重建方法
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8.1 投影重建方式

8.1.1 透射断层成象

8.1.2 发射断层成象

8.1.3 反射断层成象

8.1.4 电阻抗断层成象

8.1.5 磁共振成象
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8.1.1 透射断层成象

TCT（Transmission Computed 

Tomography）

CAT（Computer-Aided Tomography，CT）

发射源射出的射线穿透物体到达接收器

接收器获得的射线强度实际上反映了物体各

部分对射线的吸收情况（解剖信息）

均匀

希腊语中的 tomos 是薄片（slice）的意思
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8.1.2 发射断层成象

ECT（Emission Computed Tomography）

发射源在物体内部，接收器在物体外部

能检测到与生理有关的状况/信息

主要有两种：

① PET（Positron Emission Tomography）

正电子与负电子相撞湮灭而产生一对光子

② SPECT（Single Photon Emission CT）

使用在衰减中能产生 射线的放射性离子
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8.1.2 发射断层成象

① PET（Positron Emission Tomography）

相对放置的两个接收器可以确定一条射线

投影记录

k(s)：衰减系数

f (s)：同位素的

分布函数

exp( ( ) ) ( )d dP k s s f s s  
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8.1.2 发射断层成象

② SPECT（Single Photon Emission CT）

将放射性物质注入物体内，不同的材料（如

组织或器官）吸收

后会发射射线

射线会穿过

准直器到达晶体，

在那里射线光子

转化为电信号
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8.1.3 反射断层成象

RCT（Reflection CT）

雷达系统获取的雷达图是由物体反射的回波

所产生的

雷达接收器在特定角度

所接收到的回波强度是物体

反射量在一个扫描段的积分

（可对比TCT）

投影重建就是要从这个积分获得物体（反射

强度）的图象
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非聚焦合成孔径雷达（SAR）

雷达运动，目标静止，相对运动增加分辨率

双程超前相位

8.1.3 反射断层成象
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8.1.4 电阻抗断层成象

EIT（Electrical Impedance Tomography）

• 采用交流电场对物体进行激励检测

• 将低频率的电流注入物体内部并测量在物体

外表处的电势场

• 用图象重建算法就可以重建出物体内部区域

的电导和电抗的分布或变化的图象

• EIT图象能反映组织或器官携带的病理和生

理信息（图8.1.5）
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8.1.5 磁共振成象

磁共振成象的历史

 1946年：发现核磁共振（NMR）现象

 1952年：两个发现人布洛赫（F. Bloch）和帕

塞尔（M. Purcell）获得了诺贝尔物理学奖

 1973年：提出了利用梯度磁场进行空间编码

的概念，并获得了第一帧核磁共振图象

 1978年：核磁共振断层成象的图象质量已达

到初期X射线CT的水平，开始用于医学
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8.1.5 磁共振成象

MRI（Magnetic Resonance Imaging），NMR

• 氢核包含具有一定磁动量或旋量的质子

• 当一定强度和频率的共振场信号作用于物体
时，质子吸收能量并转向与磁场相交的朝向

• 质子吸收的能量释放并被接收器检测到。根
据检测到的信号强度就可以确定质子的密度

• 检测到的信号是MRI信号沿直线的积分。所以

检测目标的工作成了由投影重建的问题
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8.2 投影重建原理

虽然投影重建的方式有多种，设备也不同，

但它们所依据的重建原理是比较一致的

8.2.1 基本模型

8.2.2 拉东变换
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8.2.1 基本模型

基本模型

如果测量到的数据具有物体某种感兴趣的物

理特性在空间分布的积分的形式，那么就可以/需

要用投影重建

的方法来获得

物体内部的图

象（代表某种

物理量在2-D

平面的分布）
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8.2.1 基本模型

投影重建原理

由发射源到接收器的直线：(s,  )

上述积分就是 f (x, y)沿 t方向的投影

设Q是单位圆，积分上下限分别为 t和 – t

直线(s,  )落在Q内部分

直线(s,  )落在Q外部分

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( cos sin , sin cos )

s s

g s f x y t f s t s t t

 

            d d

2( ) 1 | | 1t s s s  ≤

( , ) 0 | | 1g s s  
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8.2.2 拉东变换

线积分方程（拉东变换）

直线 l 的方程

s = xcos + ysin

借助d函数

( , ) ( , )dfR s f x y l
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8.2.2 拉东变换

中心层定理

可以证明，对 f (x, y)先进行拉东变换后再进行

1-D傅里叶变换的结果与对 f (x, y)直接进行2-D傅里

叶变换得到的结果相等

拉东变换 2-D傅里叶变换

1-D傅里叶变换
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8.2.2 拉东变换

中心层定理

对 f (x, y)沿一个固定角度（图中）投影结果

的1-D傅里叶变换对应 f (x, y)的2-D傅里叶变换中沿

相同角

度的一

个剖面

（/层）

F( p,  )
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8.3 傅里叶反变换重建

1.    基本步骤和定义

(1) 建立数学模型，其中已知量和未知量都是连

续实数的函数

(2) 利用（可有多个等价的）反变换公式解未知量

(3) 调节反变换公式以适应离散、有噪声应用的

需求

重建算法：设图象区被1个直角网格所覆盖，K为X方

向上的点数，L为Y 方向上的点数，现要通

过M  N个测量值g(ms, n )估计出在K  L

个采样点的 f (kx, ly)
K

Ｌ
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8.3 傅里叶反变换重建

1.    基本步骤和定义

考虑在s和上都均匀采样的情况

M个间距为s的射线， N个相差的角度

类似定义

K +和K –

L +和L – L +和L –

一系列射线

覆盖了单位圆，选取 和

( 1) / 2

( 1) / 2

( / 2) 1

/ 2

M M
M

M M

M M
M

M M









 


   

 


  

为奇数

为偶数

{( , ): , 1 }≤ ≤ ≤ ≤ m s n M m M n N   

N  1s M 

M

N
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8.3 傅里叶反变换重建

2.    傅里叶变换投影定理

投影定理：

• 对f (x, y)以角进行投影的1-D傅里叶变换等于f (x, y)的

2-D傅里叶变换在傅里叶空间(w,  )处的值

• 对f (x, y)在与X轴成角的直线上投影的1-D傅里叶变

换是 f (x, y)的2-D傅里叶变换在朝向角上的1个截面

 
( , )

( , ) ( , )exp j2 d

s

G w g s ws s



   

 ( , ) ( , )exp j2 ( ) d d

Q

F u v f x y xu yv x y   

( , ) ( cos , sin )G w F w w  
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8.3 傅里叶反变换重建

2.    傅里叶变换投影定理

对投影（拉东变换）进行1-D傅里叶变换可得到定义

在2-D傅里叶空间的极坐标网格。需要进行插值以获得直角

坐标系统中的F(u, v)再进行2-D傅里叶反变换

( , ) ( cos , sin )G w F w w  

1-D

2-D
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8.3 傅里叶反变换重建

3.    模型重建

人为设计的模型（phantom，幻影）{表8.3.1}

10个椭圆

不同：中心坐标

长短轴长

旋转倾角

密度/灰度

{例8.3.1}
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8.4 逆投影重建

目前使用较多的一类基于变换的重建方法

8.4.1 逆投影重建原理

8.4.2 卷积逆投影重建

8.4.3 其他逆投影重建方法
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8.4.1    逆投影重建原理

逆投影

采集时得到的是空间特性/属性的投影

将从各个方向得到的投影逆向投影回到该方

向上的各个位置

采集 重建
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8.4.1    逆投影重建原理

逆投影

利用逆投影可以重建原始空间的密度分布

将不同方向的逆投影结果叠加

逆投影重建的效果
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8.4.1    逆投影重建原理

两个操作

滤波+逆投影

或

卷积+逆投影

滤波分解

求导（运算）

+
希尔伯特变换
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8.4.2    卷积逆投影重建

1. 连续公式推导

投影定理：

在极坐标系中取傅里叶反变换

在有限带宽 |w|<1/(2s)的情况下对G(w,  )进行估计

定义卷积函数

( , ) ( cos , sin )G w F w w  

 
0

( , ) ( , )exp j2 ( cos sin ) d df x y G w w x y w w   
 



   
 

( , )

( , ) ( , )exp j2 d

s

G w g s ws s



   

 

 1 2

1 2

( ) ( )exp[ j2 ]d

s

s

h s wW w ws w



 

 
窗

加窗
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8.4.2    卷积逆投影重建

1. 连续公式推导

交换对s和w的积分次序

卷积（滤波）过程 逆投影过程

 
 

 1 2

0 1 2

1

0 1

( , ) ( , ) ( )exp j2 ( cos sin ) d d

( , ) ( cos sin )d d

s

W

s

f x y G w W w w x y w w

g s h x y s s

   

   



 





  

  

 

 

 

 

1

1

 ( , ) ( , ) ( )dg' s' g s h s' s s 


 
0

( , )  ( cos sin , )dWf x y g' x y   
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8.4.2    卷积逆投影重建

2. 离散计算

逆投影过程的近似

卷积过程的近似（分两步以减少计算量）

离散卷积

一次插值

1

( , )  ( cos sin , )
N

W n n n

n

f k x l y g' k x l y   


     

(  , ) ( , ) [(  ) ]C

M

n n

m M

g m' s s g m s h m' m s 





      

1

(  , ) (  , ) (  )I C

N

n n

n

g s' s g m s I s' m s 


      {例8.4.1}
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8.4.2    卷积逆投影重建

3. 扇束投影重建
{式(8.4.9) ~ 式(8.4.12)} {式(8.4.14) ~ 式(8.4.16)}

 
2

j2 cos

0

cos , sin

1
,

2

d d d

W

w r s

f r r

g s

W w w s w

 

 





  
    



   
( )

( )

( )e

( )

{例8.4.2}

卷积

逆投影
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8.4.2    卷积逆投影重建

4. 傅里叶反变换和卷积逆投影重建法的比较

傅里叶反变换重建 ：直角坐标

卷积逆投影重建 ：极坐标

主要优点：

卷积逆投影重建基本算法：

容易用软件和硬件实现

可重建出准确清晰的图象

傅里叶反变换重建：

计算量相对比较小
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8.4.3    其他逆投影重建方法

1. 逆投影滤波

逆投影滤波器（filter of the back-projections）

先逆投影，再滤波（/卷积）{P.184~ P.185} 

空域 频域

{例8.4.3}
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8.4.3    其他逆投影重建方法

2. 滤波逆投影

（back-projection of the filtered projections）

先对投影滤波，再逆投影

在空域和频域的实现流程分别如图左右部分

空域 频域

{例8.4.4}
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8.5 迭代重建

特点：从一开始就在离散域中建模，求解是

迭代进行的（投影矩阵稀疏）

8.5.1 迭代重建模型

8.5.2 代数重建技术

8.5.3 最大似然-最大期望重建算法
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8.5.1 迭代重建模型

对每条射线的积分都能提供一个方程，合起来

构成一组齐次方程：

1

1, 2, ,
N

i j ij

j

y x a i M


     

y Ax （线性方程组）

第 i 条射线
与第 j 个象
素相交段的
长度a i j，代
表对第 j 个
象素沿第 i

条射线的贡
献 的 权 值
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8.5.2 代数重建技术

代数重建技术（ART），迭代算法，优化技术

1. 基本算法

先初始化1个图象矢量x (0)，然后用下式进行迭代：

思路：每次取1条射线，改变图象中与该线相交象素

的灰度值，从而把当前的图象矢量x (k)更新为x (k+1)。具体运

算中就是将测量值yi与由当前算得的投影数据 的差

正比于aij重新分配到（该射线的）各个象素上去

( )
( 1) ( )

2|| ||

i k
ik k i

i

y  
 

a x
x x a

a

( )

1

N k
ij jj

a x


1( ) Ni
ij ja a
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8.5.2 代数重建技术

1. 基本算法
① 计算上一轮（或初始估计）迭代的投影值；② 比较

算得的投影值与实际的测量值；③ 把这两个值之间的差异

反投影映射回到图象空间；④ 通过修正当前估计的图象值

来更新图象
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8.5.2 代数重建技术

2. 松弛代数重建技术

对基本算法的改进（每次进行相同的迭代）

加一个控制收敛速度的松弛因子r（0 < r < 2）

当r = 1时，式(8.5.4)变成式(8.5.3)

当r很小时，变成与传统的最小平方解等价

 主要步骤：P.188

( )
( 1) ( (

2

))

|| ||

i k
ik k k i

i

y
r

 
 

a x
x x a

a
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8.5.2 代数重建技术

3. 联合代数重建技术

对基本算法的改进（每次迭代一条射线）

把沿一个投影角度的所有射线结合考虑

利用平均值较好地压制一些干扰因素的影响

 主要步骤：P.188 ~ P.189
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使用测量值与投影数据的比值作为修正因子，

借助乘法来进行迭代更新

目标函数是一个似然函数，重建图象应使该似

然函数取得最大值

利用求最大期望值来求最大似然函数

8.5.3   最大似然-最大期望重建算法

逆投影 投影
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8.6 综合重建方法

 X

Y

s

t

发射源
接受器

Q

T

S

0

迭代变换法（连续ART）

L(s, n)是直线(s, n)与Q相交段的长度

重建工作：

给定函数 f (x, y)

的投影g(s, n)，其

中 s 可以取所有实

数，n是1组N个离

散角度，要重新得到 f (x, y)
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8.6 综合重建方法

迭代变换法（连续ART）

迭代公式（连续）

n = (i mod N ) +1，s = xcosn + ysinn

g (i)(s, n )是 f (i)(x, y)沿n的投影

图象序列 将逐步收敛

( 1)

0

( , )i i
n ni

n

x y Q

f x y g s , g s ,
f x y

L s ,

 








 




( )

( )

如果  ( , )

( ) ( )
( , )+

( )

 , 1, 2,if x y i ( )( )   
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8.6 综合重建方法

迭代变换法（连续ART）

“半离散”函数g(•, n)的离散形式

引进插值函数q()从采样 g(ms, n)估计g(s, n)

引进基函数B(x, y)从采样 f (kx, ly)估计 f (x, y) 

( 1) ( ) ( )
,, ,  ,  

,  ( )
,

,

0

( , ) ( , ) ( )

[ ( ), ]

如( , ) 不在 中

i i B
n n k l nk l k l k l

m k li
k l

k l n n

k x l y Q

f g m s f G m s q s m s

f
L s
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